Travaux dirigés 1 - Polynémes

Exercice 1

)

Soit £ € N*, a € R. Montrer que

k=1
X —ad" = (X —a)d X1
=0

Pour k = 1 c’est évident, pour k = 2 on retrouve 'identité X? —a? = (X —a)(X +a). En
général, on a :

k—1 k—1

(X o a) Z Xk—l—fag — Z (Xk—faf . Xk_l_éa“'l)
=0 =0
On fait un changement d’indice (¢ = ¢’ — 1) sur le deuxiéme terme :
k—1 k—1 k o
(X o Cl) Z Xk’—l—faf — Z Xk:—faf . Z Xk—ﬂ aﬁ
=0 (=0 =1
On observe que tout les termes associés a ¢/¢' € {1,2,..., k—1} s’annulent, il ne reste que

le premier terme de la premiere somme, et le dernier terme de la seconde :

(X o a)kz_:lxkflff 4 —_ Xk*OaO o Xk*k k _ Xk o ak
/=0

En déduire que pour tout polyndéme P € R[X], pour tout a € R, il existe un polynoéme
Q(X) tel que
P(X) = P(a) = (X — a)Q(X)

On écrit P(X) = 37, PoX*. Alors

On factorise le X — a de chaque terme :

n k-1
P(X)—Pla)=(X—a))_. > PX"""
k=1 (=0
Le facteur a droite est bien un polynoéme Q(X).

Soit P € R[X] un polynéme qui s’annule en des points distincts ay, as, . .., a, € R. Montrer
qu’il existe un polynoéme @ € R[X] tel que

P(X) = QU0 T[(X — ay)

On procede par récurrence sur n. On vient de montrer le cas n = 1. Supposons maintenant
que ce soit vérifié jusqu’au rang n € N*, et que P € R[X| s’annule en des points distincts
ai, . ..,a,+1. Par hypothese de recurrence, il existe un polynome @) tel que

PX) = QU0 T[(X — ay)

Jj=1



De plus, en X = a,1, on a
n
0= P(an+1 an—l—l H (py1 — CL]

et les facteur a,11 —a;, 2 =1,...,n, sont tous non-nuls par hypothese. Donc Q(ans1) = 0.
En appliquant la question précédente a @, il existe donc @) € R[X] tel que

Q(X) = (X — ant1)Q(X).

On a donc
PO = QUO TI(X — a) = Q) TT (X — 0y

ce qui prouve le résultat.

Exercice 2

Soit (7;)i=123 = (0,1,3), (¥i)i=1,23 = (1,—1,1).
1) Trouver I'ensemble des polynoémes P de degré au plus 2 tel que P(x;) = y; pour tout i.

On cherche P sous la forme P(z) = ax® + bx + ¢ tel que P(x;) = y; pour i = 1,2,3. Cela
donne le systéme

a0> +b0+c¢ =1
al?+bl+c =-1
a3’ +b3+c =1

donc en remplagant ¢ = 1 dans les deuxieme et troisiemes lignes

c =1
a+b =-2
3a+b =0

ce qui est équivalent (par I'opération L <= Ls — Ls) a

c =1
a+b =-2
2a =2

On trouve alors une unique solution (a, b, c) = (1,—3,1), et 'unique polynéme solution est
Pl(X) = X2 —3X +1

2) Soit P € R3[X] un polyndme vérifiant P(x;) = 0 pour tout i. Montrer, en utilisant I’exercice
précédent, qu’il existe A\ € R tel que

P(X)=AX(X —1)(X —3)

L’exercice précédent nous donne 'existence d’un polynéome @ € R[X] tel que P(X) =
QX)X (X —1)(X —3). Si @ est nul, on obtient le résultat avec A = 0.

Supposons que @ est non-nul. Alors le terme de droite est de degré deg(Q)+3 (par propriété
du degré). Or, le terme de gauche est de degré au plus 3. Donc @ est un polynéme de degré
0, c’est-a-dire une constante \, ce qui conclut.



3) En déduire I'ensemble des polynémes P € R3[X] vérifiant P(z;) = y; pour tout i. En
question 1 on a identifié une solution P*°!. Soit P € R3[X] une autre solution. Alors
P — P*! est un polyndme de degré au plus 3 qui s’annule en 0, 1,3, qui par la question 2
est nécessairement de la forme

P(X) — P*H(X) = AX(X - 1)(X - 3)

ou A € R. On a donc
P(X) = PYX)+ AX(X - 1)(X —3)

Réciproquement, n’importe quel polynéme de cette forme est bien solution. On en déduit
I’ensemble des solutions :

{PHX) + AX(X —1)(X - 3), A€ R}.

Exercice 3

On se donne les trois fonctions 1, X2 X* et E l'espace vectoriel engendré par ces trois
fonctions.

1) Existe-t-il un élément f de E tel que f(—2) =3, f(0) =1, f(1) =27
On note f(z) = a+ bx? + cx’. f(0) =1 donne a = 1, il reste a résoudre

b+c=1
4b + 16¢c = 2

qui admet bien une unique solution (%, —%).

2) Méme question avec f(—1) =3, f(0) =1, f(1) = 2.
Cela donne cette fois
b+c=1
b+c=2

qui n’admet pas de solution

Exercice 4

1) Soit n € N, § € R, montrer que
cos(nf) + isin(nfd) = "’ =3 (Z) cos(0)" ¥ (isin(9))*
k=0
On utilise la formule du binome :
cos(nf) + isin(nf) = ™ = ()"
= (cos(0) + isin(0))"

-3 (Z) cos(0)"*(isin(9))*

k=

o



En déduire qu'il existe un polynéme T,, € R[X] tel que, pour tout 6, on a
cos(nb) = T,(cos(h))

On pourra prendre la partie réelle de I'identité précédente. On prend la partie réelle de
chaque c6té, on a

cos(nf) = R(cos(nh) + isin(nh))

R(i*) vaut 0 lorsque k est impair, et (—1)¥/2 lorsque k est pair. On a donc :

n

cos(nf) = > <Z> cos(0)"F(=1)*2 sin(h)*
k=0 t.q. 2|k

n

=3 () sty Hen# — oo

k=0 t.q. 2|n
Le terme de droite est un expression polynémiale en cos(f) : plus précisément on a
cos(nf) = T,(cos(h))

ou
n

T.(X)= > (Z) X k(X2 - 1)k

k=0 t.q. 2|n

Calculer T, pour n = 0,1,2,3. Quel est ledegré de T,,? Ona Ty = 1,17, = X, T, = 2X?—1,
Ty = 4X3 — 3X.
Dans 'expression de T}, : chaque terme X" *(X? — 1)*/2 est de degré n avec un coefficient

k

dominant 1. T}, est donc degré au plus n, et son coeflicient de degré n est >0 _o ¢ o o <n>7

qui est bien non-nul.



