
Travaux dirigés 1 - Polynômes

Exercice 1
1) Soit k ∈ N∗, a ∈ R. Montrer que

Xk − ak = (X − a)
k−1∑
ℓ=0

Xk−1−ℓaℓ.

2) En déduire que pour tout polynôme P ∈ R[X], pour tout a ∈ R, il existe un polynôme
Q(X) tel que

P (X) − P (a) = (X − a)Q(X)

3) Soit P ∈ R[X] un polynôme qui s’annule en des points distincts a1, a2, . . . , an ∈ R. Montrer
qu’il existe un polynôme Q ∈ R[X] tel que

P (X) = Q(X)
n∏

j=1
(X − aj)

Exercice 2
Soit (xi)i=1,2,3 = (0, 1, 3), (yi)i=1,2,3 = (1, −1, 1).

1) Trouver l’ensemble des polynômes P de degré au plus 2 tel que P (xi) = yi pour tout i.

2) Soit P ∈ R3[X] un polynôme vérifiant P (xi) = 0 pour tout i. Montrer, en utilisant l’exercice
précédent, qu’il existe λ ∈ R tel que

P (X) = λX(X − 1)(X − 3)

3) En déduire l’ensemble des polynômes P ∈ R3[X] vérifiant P (xi) = yi pour tout i.

Exercice 3
On se donne les trois fonctions 1, X2, X4, et E l’espace vectoriel engendré par ces trois

fonctions.
1) Existe-t-il un élément f de E tel que f(−2) = 3, f(0) = 1, f(1) = 2 ?

2) Même question avec f(−1) = 3, f(0) = 1, f(1) = 2.

Exercice 4
1) Soit n ∈ N, θ ∈ R, montrer que

cos(nθ) + i sin(nθ) = einθ =
n∑

k=0

(
n
k

)
cos(θ)n−k(i sin(θ))k

2) En déduire qu’il existe un polynôme Tn ∈ R[X] tel que, pour tout θ, on a

cos(nθ) = Tn(cos(θ))

On pourra prendre la partie réelle de l’identité précédente.
3) Calculer Tn pour n = 0, 1, 2, 3. Quel est le degré de Tn ?
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