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Exercice 1
Soit ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm des fonctions R → R, t1, . . . , tn des réels distincts, y1, y2, . . . , yn des réels, et

ω1, ω2, . . . , ωn des réels strictement positifs. On note

E = Vect (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm)

l’espace des fonctions obtenues comme combinaison linéaires des ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm. On cherche à résoudre
le problème d’optimisation suivant :

inf
ϕ∈E

n∑
i=1

ωi |ϕ(ti) − yi|2 .

On fait l’hypothèse suivante :

Pour tout ϕ =
m∑

j=1
cjϕj ∈ E , si (ϕ(t1), . . . , ϕ(tn)) = (0, . . . , 0), alors les coefficients cj sont nuls.

Enfin, on note Ai,j = ϕj(ti) pour tout (i, j) tels que 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.
1) Soit ϕ ∈ E , que l’on décompose sous la forme

ϕ =
m∑

j=1
xjϕj

pour des coefficients (xj)j=1,...,m. Montrer que
n∑

i=1
ωi |ϕ(ti) − yi|2 = ⟨Ax − y, Ω(Ax − y)⟩,

où Ω est une matrice de taille n à identifier. Ici, ⟨·, ·⟩ est le produit scalaire euclidien de Rn.
2) Montrer que pour tout h ∈ Rm, on a ⟨Ah, ΩAh⟩ ≥ 0.
3) On note J(x) = ⟨Ax − y, Ω(Ax − y)⟩, pour tout x ∈ Rm. Montrer que si x ∈ Rm vérifie

A∗ΩAx = A∗Ωy, (1)

alors pour tout h ∈ Rm, on a J(x + h) ≥ J(x).
4) Montrer que le système (1) est inversible.

Exercice 2
Soit n ≥ 1 et ∥ · ∥ une norme de Rn. On pose, pour tout M ∈ Matn,n(R),

|||M ||| = sup
x∈Rn\{0}

∥Mx∥
∥x∥

1) Montrer que pour tout M, N ∈ Matn,n(R), on a |||MN ||| ≤ |||M ||| × |||N |||.
2) Pour tout M ∈ Matn,n(R), on pose

Cond(M) = |||M ||| ×
∣∣∣∣∣∣∣∣∣M−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
Montre que pour tout M , on a Cond(M) ≥ 1.
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3) Soit M ∈ Matn,n(R), b ∈ Rn \ {0}, ∆b ∈ Rn. On résout les systèmes

Mx = b et M(x + ∆x) = b + ∆b

Montrer que
∥∆x∥
∥x∥

≤ Cond(M)∥∆b∥
∥b∥

.

4) Application : on considère la matrice

M =
(

1 1
1 1.01

)
, b =

(
1
1

)
, ∆b =

(
0

0.01

)

Calculer les x, ∆x associés, et comparer les erreurs relative ∥∆x∥
∥x∥ et ∥∆b∥

∥b∥ . On prendra la norme
Euclidienne.
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