Travaux dirigés 3 - Polyndmes d’interpolation

Exercice 1

Calculer, pour les x = (%;)i=0....n» ¥ = (¥i)i=0,...n» donnés, le polynéme d’interpolation associé
dans la base et de Newton (on ne cherchera pas a développer les polynémes de Newton).

1) z=(-1,1,2,4),y=(—1,-1,1,2).
2) x=1(0,1,2,5),y=(1,—-1,1,-1).
3) ©=1(0,1,2,6),y=(1,—-1,1,1).
On ne fait que redonner les solutions, le calcul en direct avec la méthode de Newton a été
fait en TD :
1) P(z) = —No(z) + 0Ny (z) + 2Na(z) — 5 N3()
2) P(x) = No(x) — 2N1(x) + 2Na(x) — S Ns(z).

3) Ici, il suffit de refaire le calcul précédent sur la derniere ligne seulement. P(z) = Ny(x) —

Exercice 2

Soient xp < xf < 1 < ¥) < wy < xh < ... <z, <, desréels. Soit mg, my, ..., m, des réels.
Montrer qu’il existe P € R,;1[X] tel que pour tout i =0,1,2,...,n, on ait

On étudie I'application linéaire

. R, 1 [X] — R*!
P (Plao) — P(ab), P(as) = P(2}), ..., Plan) — P(a)))

Rappel : la dimension de R, ,1[X] est n + 2. Le théoréeme du rang nous donne alors rg(®) =
dim(R,+1[X]) — dim(Ker(®)) = n + 2 — dim(Ker(®)). Notre objectif est de montrer que l'image
de ® est R™*! entier, c’est-a-dire que de rang de ® est R"*!, ce qui revient donc a montrer que
le noyau de ® est de dimension 1.

Le noyau de ® contient I’ensemble des polynémes constants, qui est de dimension 1. Réci-
proquement, soit P € Ker(®), alors pour tout ¢ =0,1,...,n on a

P(x;) = P(x})

donc par théoreme de Rolle il existe z} €|x;, x}] tel que P'(zf) = 0. Vu l'ordonnement des x;, 2,
on sait que les 27 sont disjoints : P' est donc un polynéme de degré inférieur ou égal a n qui
s’annule en n + 1 point, donc nécessairement le polynéme nul, et P est donc constant. L’espace
des polyndme constants (qui est de dimension 1) est donc bien le noyau de ®, ce qui conclut.

Exercice 3

Soit a < b deux réels, f € C>([a, b, R), et pour chaque entier n, P, est un polynéme de degré
au plus n tel que f — P, s’annule en au moins n + 1 points distincts de [a, b].



1)

On suppose que f(x) = cos(2x). Montrer que

sup [f(z) = P(z)] —— 0

z€a,b] n—+00

On utilise le résultat du cours : P, prend la méme valeur que f en n + 1 points, notés
(Zopy - -+ Tnn), et c’est donc le polynéme d’interpolation associé a ces point. Par la formule
d’estimation d’erreur du cours, on a

SUPg<z<b H?:o [z — 2]
(n+1)!

1f = Pallzoo(fap) < £ oo fatl)

La seule information dont on dispose sur les z;,, est que |z — x;,| < (b —a). On a aussi

(—1)"2 cos(2x) si 2|n
(—1)"=V/2gin(2z) sinon

On majore donc
||f(n+1)||L°C([a,b]) S 2n+1

Alors
(2(b—a))"*!

(n+ 1!

qui tend toujours vers 0 par croissance comparée : il n’y a pas de conditions sur a et b.

If = Pallzo (o)) <

On suppose que 0 < a < bet f(x) = % Montrer que si b < 2a, alors :

sup [f(z) = Po(2)] —— 0

z€[a,b] n—+o00
Cette fois, on a f™(z) = (;i):l"' Le maximum de |f™]| sur un intervalle [a, b] est donc

atteint lorsque —47 est maximal, donc en x = a (par décroissance de x +— —7), donc la
xr X
formule d’erreur donne

SUPg<z<b Hn:() |$ — Tjn n
1f = Pallzo oy < —= 7(nj—1)! PN D) oo apy
b—a)"*! 1)!
- ( (nai 1)1(;11—2 ) car |z — x;,| < b— a pour tout j

B 1/b—a n+1
a a
Cette quantité tend vers 0 lorsque bTT“ < 1, c’est-a-dire b < 2a.

1
1+4+x2°

On suppose que a < 0 < bet f(x) = Trouver une condition sur a, b pour que

sup [f(z) = Pu(z)] —— 0

z€a,b] n—+00

Cette condition peut-elle étre affaiblie si P, — f s’annule exactement sur les points de
Chebychev de l'intervalle [a,b] ? La formule d’erreur nous donne I’estimation

SUPq<z<b H?:o |2 — 2| ||f(n+1

(n+1)! =iy

1f = Pallzeeap) <



11 suffit alors d’estimer la valeur de || £ || zoo(jap))- On commence par décomposer f en
élements plus simples & dériver : on a 2% + 1 = (z +i)(z — i), donc

(I 1
L+22  (z—i)(z+1i)
:l(x—l—i)—(x—i)

2% (x—i)(z+1)

_1(1 1)
2 \z—1 xH+i

() — (ZD"! ( 1 )
f ( ) 2 (.CE _ Z‘)n+1 (x + Z‘)nJrl

Pour tout z € R, |z —i| > [Im(x —i)| = 1 et |x + | > [Im(x +i)| = 1, donc

17 e (1) <‘(_1).nn!|< L, 1 ><”'(1+1)

|2 |z —d|ntl o |rgntt ) T2

On a alors

et I'erreur est donc estimée par

Supaﬁa}ﬁb H?:O |I' - x]y”’

1f = Pallo(jag)) < £ Lo )

(n+1)!
(b— a)"+!
CESE (n+1)!
S (b _ a)nJrl

ce qui tend vers 0 quand |b—a| < 1.

Maintenant, si les points d’annulation de f — P, sont en les points de Chebychev de
[a, ], alors cette fois on a (résultat du cours, ou TP précédent) sup,, <, [Ij—g |2 — 25| <

n+1
2(1’%“) " et donc B
2 b—a\"
— Pl oo (tanhy < )
If Ir (“’D—n+1< 1 )

On obtient donc la convergence sous la condition b — a < 4. En fait, les exemples traités
en TP montre que ce n’est pas une condition nécessaire : peu importe la valeur de a,b,
I'interpolation de Chebychev de ﬁ converge sur tout intervalle.



