Une feuille manuscrite est autorisée. Toutes les réponses seront justifiées et la qualité de la rédac-
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tion sera prise en compte.

Exercice 1

Soit ¢ € C*(R,R?). On suppose que ||¢'(t)]| = 1 pour tout ¢. Lorsque ¢ est paramétrée par longueur

d’arc, la courbure de ¢ (notée k.) est définie par

ou

1)

cos(0(t))

Supposons qu’il existe § € C*(R,R) tel que pour tout ¢, on a ¢/(t) = <sin(9(t))

0'(t) = kelt).

On calcule ¢’(1) :

0= (e ) = (o
0 = (mioty)

k() () = "(t) = 0/ (1) (t)*F

Comme ¢ (t) est non-nul pour tout ¢, on peut identifier k.(t) = 0'(t).

par définition. On a donc

t 2
En déduire la courbure de ¢(t) = J 0, Cf)s<$2>d8 :
J, sin(s*)ds
cos(t?)

On a d(t) = <Sin(t2)>’ En particulier, pour tout t on a

I/ (8)]| = \/cos(t2)? + sin(12)? = 1
donc ¢ est bien paramétrée par longueur d’arc. On identifie alors §(¢) = ¢?, donc

Ke(t) = 0'(t) = 2t.

Exercice 2

On fixe a < b deux réels, et f € C3([a, ], R).

1)

Montrer qu’il existe un unique polynéme P € Ry[X] vérifiant les trois conditions

P(a) = f(a), P'(a) = f'(a) et P(b) = f(b).
On considere 'application
_ {Rz[X] — R®
P+ (P(a), P'(a), P(b))

) . Montrer que



® est une application linéaire entre deux espaces vectoriels de méme dimension (on rappelle
que Ry[X] est bien de dimension 3). La question revient a montrer que ® est bijective.

Par théoréme du rang, ® est bijective si et seulement si ® est injective (on rappelle pourquoi :
si @ est injective alors son rang est rang(®) = dim(Ry[X]) — dim(Ker(®)) = 3 — 0 = dim(R?),
donc son image est R? entier, donc ® est surjective).

Il reste donc & montrer que ® est injective. Supposons que P € Ry[X] vérifie &(P) = (0,0,0).
Comme P(a) = P(b), par théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b] tel que P'(c) = 0.

P’ est alors une fonction affine qui s’annule en a et ¢, donc P’ est le polyndéme nul. Donc P
est constant, et comme P s’annule en a, P est donc nul. Cela conclut la preuve de 'injectivité,
donc de la surjectivité.

Soit x €]a, b[, on note g : [a,b] — R la fonction

g2 2) = PG) o ) = Pla))

Montrer que g s’annule en au moins trois points distincts de [a, b], et que ¢'(a) = 0.
On a :

_ ) — a_(a—a)Q(a—b) o) — P(x)) —
o _b—aP=b)
9(0) = ) — PO) = s (@) = P) =0

= f(z) = P(x
=0

—
I
~
—
N
I
g
&

et la dérivée de (z — a)?(z — b) en z = a est 2(a — a)(a — b) + (a — a)? = 0, donc

g'(a) = f'(a) = P'(a) =0 =0

Montrer que ¢g"” s’annule en au moins un point de [a, b].
Comme g(a) = g(x) et g(x) = g(b), selon le théoréme de Rolle il existe ¢ €]a, x|, d €]z, b| tels
que ¢'(¢) = ¢'(d) = 0. Puis, on a

g'(a) =g'(c) = g'(d)
donc par théoreme de Rolle appliqué sur [a, cl, [c,d], ¢” va s’annuler en un point s €la, ¢/, et
un point de t €]¢, d[. En appliquant une derniere fois le théoreme de Rolle sur [s, %], on trouve
¢ €]s,t[C [a,b] tel que ¢"(¢) = 0.

Soit x €]a, b[, P le polynéme de la question 1), montrer que

(x —a)*(b— =)

6 z€|a,b]

|f(x) = P(z)| <

Soit ¢ le point trouvé dans la question précédente. On a ¢”’(¢) = 0, ce qui se réécrit en

LAC—a)*(C—D)
" _ pn _ d¢

(f(z) = P(z)) =0

2



On remplace P”(¢) = 0 (car P est de degré au plus 2) et %(C —a)?*(¢ — b) =6, on a donc
6

f///(C> - (l‘ _ (l>2(l‘ _ b) (f<x> - P(‘T» =0

ce qui se réarrange en

—a\2(r —
()~ Pl = T g
On conclut par :
120 — a\2(p —
o) = Plo)] < == i) < Em =D s

Car pour x € [a,b], on a |z —b| =b— z.

Exercice 3

Soit f(x) = ze®.

1)

Trouver (et montrer) une expression explicite de f(™(x), pour tout entier n € N.
On commence par calculer les premieres dérivées : f'(z) = ze” +e”, f"(x) = xe® +2¢e”. Montrer
par récurrence que pour tout n € N, on a

fM(z) = ze® + ne®
On a vérifié cela pour n = 0 (et n = 1,2 mais ce n’est pas nécessaire). Supposons maintenant
que cela est vérifié pour un entier n € N, alors

FOt () = FO(2) = (ve® 4+ ne®) = ze” + e +ne® = ze® + (n+ 1)e”

Soit a > 0. Pour tout n, on note P, un polynome de degré n tel que P, — f s’annule au moins
n + 1 fois dans l'intervalle [—a, a]. Montrer que

lim sup | Pu(e) — f(@)] = 0

n=+00 pel—q,a]

P, — f s’annule en des points distincts g, x1, T2, ..., z, de U'intervalle [a,b]. Comme P, est
de degré n, cela signifie qu’on peut identifier de maniere unique P, comme étant le polynome
d’interpolation de Lagrange des points (x;, f(x;))i=o.1

Selon la formule d’erreur, on a
SUPze[—a,q] H?:O |(L’ - x%| (n+1)
sup | Py (x) — f(2)] < sup [V
z€[—a,a] (n + 1)' [~a,d]

Comme z et les x; sont pris dans [—a, a], on a toujours |z —z;| < 2a, donc sup,e(_qq 17 —2;| <
(2a)™*1. On a aussi, grace a la question précédente,

sup |[fOV(2) = sup |z +n+1] e | < (a4n+ 1)
z€[—a,al z€[—a,al \—,—/?g

<(a+n+1)
Et donc :

SUPze[—q,a] H?:O |I - x%|

sup |P(z) = f(2)] < sup | £ Y]
z€[—a,al (n + 1)' [—a,a]
(20)""(a+n+1) ,
(n+1)!

Par croissance comparée, ce dernier terme tend vers 0. On peut par exemple dire que

<(2a)"+2(a+n+2)ea> / ((2@)”“(a~|—n+1)ea> 20 a+n+2

= — 0
(n+2)! (n+1)! n+2a+n+1n-+e




