Développements pour 'agrégation Mickaél Nahon

Théoréme de la base de Burnside

Définition. Soit p un nombre premier, G un p-groupe, on note M ’ensemble de ses
sous-groupes stricts maximaux, Z son centre, D sous groupe dérivé, et F' = HDMH le
€

sous groupe des éléments mous.

Lemme. Les sous-groupes mazimaur H de G sont distingués et G/H = T,.

Démonstration. On le montre par récurrence sur |G| : si |G| = p, ¢a marche. Supposons
maintenant |G| > p.

On rappelle que le centre de G est non trivial. Soit H un sous groupe maximal, il y a
deux cas :

- Si HN Z # {0}, alors on applique I’hypothese de récurrence a HLQZ qui est un sous-
groupe maximal de Himz Il est donc distingué, donc H est distingué dans G et % =
G/(HNZ) ~

H/(HNZ) — ~ P

- Sinon, il existe z € Z d’ordre p (car Z est un p-groupe non trivial), et {x} UH engendre
G par maximalité de H. Il y a alors un isomorphisme naturel entre G/H et (), donné
par z¥ — zFH, ce qui conclut. ]

Remarque. Un corollaire de ce résultat est que les G/H sont abéliens de torsion p,
donc le groupe dérivé de G est dans tous les sous-groupes maximauz, donc dans F', et
G/F est donc abélien de torsion p.

Théoreme. Soit G un p-groupe, toute les parties génératrices minimales de G ont méme
cardinal.

Démonstration. On munie G/F d’une structure d’espace vectoriel par :

F, x G/F = G/F
(k,x) — xF

Cela fonctionne car G/ F est abélien de torsion p. Si B C G/F, alors (B) = {b]"b52..b* , b;
B,n; € Fp} = Vect(B). Ainsi, B est une partie génératrice (resp minimale) si et seule-
ment si elle l'est au sens des vecteurs (resp libre).

Soit d = dim(G/F), @1, ..,£q4 une base de G/F. Alors (z1,..z4) = G. En effet, si ce n’est
pas le cas, alors il existe H un sous-groupe maximal tel que (z1,..,z4) C H et alors,
pour tout y € G\ H, y n’est pas dans (21, ..,24). Réciproquement, si yi, .., yx est une
famille génératrice de G, alors 71, .., Y est une famille génératrice de G/F, donc k > d,
ce qui acheve la preuve. O

Remarque. Ce n’est plus vrai si on est pas dans un p-groupe, le résultat est fauz.
Ezemple :

Soit n > 4, S, est engendré de maniére minimale par {(1,2),(2,3),(3,4),..,(n —1,n)}
et {(1,2,3,4,..,n),(1,2)}.
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