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Théoréme de Cartan-Von Neumann

Théoréme. Soit G C GLN(R) un sous-groupe fermé. Alors c’est une sous-variété C>
de My(R).

Démonstration. On cherche une trivialisation locale en I'identité, puis on se raménera &
ce cas en tout point de G.

Lemme. Pour tout A, B € My(R), (exp (4) exp (%))n — exp(A + B).

n

Démonstration. On a
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Pour n assez grand, ||/ — exp (%) exp (%) || <1;log (exp (%) exp (%)) est bien défini
et admet le développement asymptotique A‘FTB + (’)(%) Ainsi :

(exp <12> exp (f))n = exp (n(A :; B + O(;))) — exp(A+ B)

O]

Soit V. ={H € M,(R)|Vt € R, exp(tH) € G}. Vérifions que V est un espace vectoriel :
V' est bien homogene et si v,w € V, alors pour tout t € R, et pour tout n € N*,
(exp (%’) exp (%"))n € G. Comme G est fermé, en utilisant le lemme, on obtient que
exp(t(v +w)) € G pour tout ¢, donc v +w € V.
Soit W un supplémentaire de V' dans My (R), on définit la le redressement local ¢ par :
Ve W = M,(R)

¢ v+ w — exp(v) exp(w)
Un développement limité de ¢ en 0 donne D¢p(0) = Idy;, (r)- En particulier, par théoreme
d’inversion locale, il existe Y un voisinage de 0 tel que ¢, est un difféomorphisme sur
son image. Il reste a vérifier que c’est bien un redressement de G.
-p(UNV) C p(U) NG par définition de V.
- Réciproquement, si pour tout r > 0 (assez petit tel que la boule de centre 0 de rayon
r, notée By, soit dans U), ¢(B,) NG € ¢(B,NV), alors en considérant une suite r, — 0,
on obtient une suite v, + wy, qui tend vers 0 telle que ¢(v, + wy,) € G pour tout n et

wy, # 0. On a donc pour tout n, exp(wy) € G.

On a w, — 0 et par compacité de la sphére unité, on suppose que ==

[[wn]

| converge vers
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un certain u € W de norme 1. w, — 0 donne g, — 1.
Soient t € R, ky, = | i |inZ, 0 = -t — Ky € [0, 1], on écrit

[[wnl [[wnl

_ _Wn_
exp(tu) = nhﬁrgo exp (t Hwn‘>
= nh_)IIC}O exp (knwn,) exp(rpwy, )

= lim exp (wn)

Donc exp(tu) est dans G par fermeture de G ; u est dans V et W et de norme 1, ce qui
est absurde. Il existe donc un r > 0 assez petit pour que ¢(B,) NG = ¢(B, NV).=, et
G est bien une soit-variété au voisinage de I.

Soit maintenant g € G, on considere le redressement ¢4 : h — g¢(h), ce qui acheve la

preuve. O

Référence : Gonnord-Tosel



