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Polygones constructibles

Théoréeme. Le polygone régulier a n coté est constructible si et seulement sin est produit
de puissances de 2 et de nombres premiers de la forme 2™ + 1 distincts.

Notation : w, = exp (2mi/n). Le polygone régulier a n coté est constructible si et
seulement si il existe une tour d’extensions de degré consécutif 2, notées Q = Ky C
K, C .. C K, telle que w, € K,.

Lemme. Soient n, m premiers entre euzx, wy,, est constructible si et seulement si w, et
Wy, le sont.

Démonstration. On a wy,, = W, W, = w,. Réciproquement, il existe u,v € 7Z tels
— — U,y U
que un +vm = 1. Alors wy,, = whw,,. O

Lemme. wan est constructible et si p est un nombre premier impair tel que wpn est
constructible, alorsn =1 et p— 1 est une puissance de 2.

Démonstration. won est constructible par construction de médiatrices successives du
diametre du cercle.

Si wpn est constructible, alors [Q(wyn) : Q] est une puissance de 2.

Or, [Q(wyn) : Q] = deg(ppr) = p(p™) = p"H(p—1). Donc p" ! =1 et (p— 1) est une
puissance de 2. ]

Il suffit donc de montrer que les nombres premiers impairs p tels que p — 1 est une
puissance de 2 sont bien constructibles.

Démonstration. Soit p un tel nombre premier, G le groupe des Q-automorphismes de
Q(wp), montrons que G = (Z/pZ)*.

Les racines de ¢, sont exactement les w’;, k € (Z/pZ)*. Un élément de G est entierement
déterminé par sa valeur en w,, ce qui donne un morphisme injectif :

{G ~ (Z/pL)*

o — o(wp)

11 suffit de montrer la surjectivité. Soit k € (Z/pZ)*. Les morphismes d’anneau suivants :
L {Q[X] — Q(wn) ) {Q[X] — Q(wn)
Q(X) — Q(wp) Q(X) = Q(wy)

QlX]

morphismes entre Q(w,) et (6,) ; composer les deux donne un automorphisme qui envoie

et Fuy passent au quotient en des iso-

wp sur w];, ce qui achéve cette partie de la preuve.

G est donc cyclique : soit o € G un générateur de G. o est d’ordre p— 1 = 2". On définie
. % N , .

K = Fix(c?"), on considére la tour d’extension Ko C .. C K.

- K, = Q(wp) car 02" = Id.
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- Ky = Q. En effet, (wlg)kzlnp,l est une Q-base de Q(wp) (par argument de dimen-
sion) et si z;i )\kwg est fixé par o, comme o agit comme le générateur de (Z/pZ)*,
il agit comme une permutation cyclique de (Z/pZ)*, donc tous les A\ sont égaux et
S Mwk = -\ € Q.

- [Kky1 : Kg] < 2 : En effet, si on note 7, = U|2fk<k+1’ alors c’est un Kj-endomorphisme
linéaire de Kjy1 (il suffit de vérifier que Ky, est stable par O'Qk). 2 = Idg, ., donc
7k, est diagonalisable de valeur propre £1. La valeur propre 1 est simple car son espace
propre associé est Kj. La valeur propres —1 est simple car si v, w sont deux vecteurs
propres de —1, alors v/w est un vecteur propre de 1, donc est dans Kj et v,w sont
Kk—liés. AinSi, [K—i-l . Kk] < 2.

O
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