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Inégalités de Weyl

Soit E un K espace vectoriel (K = R ou C) de dimension n. Si S est une matrice
symétrique (ou hermitienne). On note A1 (S) < .. < A, (S) ses valeurs propres. On note
E. 'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension £ de E. On note S la spheére unité
de E pour la norme euclidienne.

Théoréme. Soit M hermitienne sur E, on a les formules de min-max suivantes :
Ae(M) = min max 2*Mx
FEEk IEFIAIS

= max min 2*Mzx
FGEn,k+1 zeFNS

St M et N sont hermitiennes, on en déduit les inégalités de Weyl :

Ai(M) 4+ Xj(N) > A\(M + N) onit+j=n+k
Ai(M) + Xj(N) < A\g(M + N) oli+j=1+k

Ho(K) > R

est 1-Lipschitzienne.
M — A\ (M)

Corollaire. Pour tout k = 1..n, {

Démonstration. Notons que la premiére formule implique la deuxiéme. En effet, Ap(—M) =
—An—k+1(M), donc

A(M) = —Ap—py1(—M)

= —min max —az"Mzx
FGEk zeFNS

= max min z*Mzx
FeE,_ky+1 z€FNS

De méme pour les inégalités de Weyl. Sii+j=k+1,alors (n+1—17)+(n+1—j) =
n+ (n+1—k), donc

Ai(M) + Aj(N) = =Ans1-i(M) = A1 (N)
< “Ans1-k(M + N) = A (M + N)

Il suffit donc de montrer la premiere formule de min-max et la premieére inégalité.

M est hermitienne, donc selon le théoréme spectral, il existe (f,..f,) une base ortho-
normée de E telle que M f; = \;(M)f; pour tout i. Soit alors F' = Vect(f1..fx) € Ek,
pour tout z = Zle zifi € F,ona:

*Mx—Z)\ |x1\2<zxk Jlail? = (M)
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Et Mg (M) est atteint pour z = fi, d’ou }gélélk zrenl%csx*Mx < A (M).

Réciproquement, soit F' € Fj, quelconque, et G = Vect(fi, fki1, - fn)- G est de dimen-
sion n — k 4+ 1, et la formule de Grassmann donne :

dim (FNG)=dim (F)+dim(G) —dim(F+G) >k+(n+1—-k)—n=1

Donc il existe z € SN (F N G), et par le méme raisonnement que précédemment, on a
alors x * Mx > A\ (M), donc pour tout F' € Ey, mggsx*Mx > A\ (M), d’ou le résultat.
HAS

On peut maintenant montrer I’inégalité de Weyl pour le cas ¢ + j = n + k. On utilise la

premiere formule de min-max pour fixer F' € E;, G € Ej tels que \j(M) = m}f}%csx*M T
kS
et Aj(N) = max z*Nzx. Soit H € E, 1. Grace a la seconde formule de min-max, il
zeGNS

de montrer que

i * < \: .
lin (M + N)x < XNi(M)+ X;(N)

Par application successive de la formule de Grassmann,
dim(FNGNH)=dim(FNG)+dim(H) —dim(FNG+ H)
= dim (F) + dim (G) + dim (H) — dim (F + G) —dim (FNG + H)
>i+j+(n+1-Fk)—2n=1
Donc SN (FNGNH) # (et contient donc un élément z. Alors

" (M + N)x =x"Mx+ X*Nx < \(M) + X;(N)

Ce qui acheve la preuve.

Preuve du corollaire : Notons que ||M| = max(\,(M), —A1(M)). On veut montrer
A (M — N) < M(M) = Mo(N) < \o(M — N)

La seconde inégalité de Weyl donne la premiere inégalité et vice et versa. La premiére
inégalité donne A; concave, la deuxiéme donne )\, convexe. ]

Remarque. Ce résultat donne des conditions sur des triplet, A\, u,v € R™ pour qu’il
existe M, N hermitiennes telles que A\ = Sp(M), u = Sp(N), v = Sp(M + N). Il
existe d’autre relations de ce type, et la conjecture de Horn, résolue dans les années
80, est qu’il existe un nombre fini de telles relations qui définissent entiérement les
triplets possibles. Les inégalités de Weyl ne suffisent pas, pour n = 3 on a par exemple
A1+ A+ po +pg < vo +vs.
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